Εργασία 33 
Τα άλυτα προβλήματα της Ελληνικής Αρχαιότητας 


α)θεωρία 
β)Κατασκευή οργάνων «κυβιστή» «τριχοτόμου» «τετραγωνιστή» 
γ)Να διπλασιάσεις τον κύβο και να κατεβάσεις την «γάτα» από το «δένδρο» 


Γενικά για τα άλυτα προβλήματα της Αρχαιότητος: 


Τρία είναι τα πλέον διάσηµα , για τα οποία είχε αναπτυχθεί ιδιαίτερος 
προβληματισμός και προσπάθεια. 

ο Το «Λήλιο πρόβλημα) δηλ. 0 διπλασιασµός του κύβου , πρόβλημα που 
έγινε Πανελληνίως γνωστό, όταν το μαντείο του Δηλίου Απόλλωνος 
απάντησε για το τι πρέπει να γίνει, ώστε να απαλλαγεί η νήσος Δήλος από τον 
λοιµό που την µάστιζε: 

-Να διπλασιαστεί ο κυβικός βωμός που Απόλλωνος 

ο Η τριχοτόµηση γωνίας, δηλαδή ο χωρισμός τυχούσας γωνίας σετρεις ίσες 
γωνίες 

ο Ο τετραγωνισµόςτου κύκλου, δηλαδή η εύρεση τετραγώνου, το οποίο να 
έχει ίσο εμβαδόν µε κύκλο γνωστής και δοθείσης ακτίνος. 


Δήλιο Πρόβλημα: 


Κατ᾽ αρχάς, το Δήλιο πρόβλημα. έχει ὡς ανάλογό του το πρόβλημα του 
διπλασιασμού του τετραγώνου . Δηλ. αν έχω τετράγωνο πλευράς α να βρεθεί 
τετράγωνο πλευράς ὃ : δ--2α” . πράγμα που µας οδηγεί στην λύση του δ ὡς τῆς 
διαγωνίου του αρχικού τετραγώνου. 


Κατά τη διάρκεια λοιμού, περίπου το 430 π.Χ., οι Δήλιοι αναγκάστηκαν να 
συμβουλευτούν ακόµα και τον Πλάτωνα για να δώσουν λύση στο πρόβλημα. 
Ιδιαίτερη αναφορά είχε κάνει και ο Ερατοσθένης σε γράμμα, που έστειλε στο 
Βασιλικό προστάτη, Πτολεμαίο ΠΙ, στο οποίο περιέγραφε το µεσολάβο, ένα ειδικό 
όργανο που κατασκεύασε για την επίλυση του προβλήματος 


Οι λύσεις που δόθηκαν στο πρόβλημα, κατά την ελληνική αρχαιότητα, σώθηκαν 
και φθάσανε σε µάς από τον σχολιαστή τῶν έργων του Αρχιμήδη Ευτόκιο (6 αι. 
μ.χ). Αυτός σχολιάζοντας ανάλογο πρόβλημα του Αρχιμήδη καιτη μέθοδο που 
αυτός χρησιμοποίησε για να το λύσει, δίνει όλες τις λύσεις παρεμβολής που του 
ήταν τότε γνωστές από παλαιότερες συγγραφές. Οι λύσεις που δίνει είναι 12 και 
η αρχαιότερη είναι του Αρχύτα. Οι κυριότερες από τις γνωστές λύσεις 
προέρχονται από τους : 


Ιπποκράτη τον Χίο (470-400 π.Χ) Αρχίτα τον Ταραντίνο (425-365 π.χ) 
Πλάτωνα (427-347 π.Χ) Μέναιχμο (375- π.Χ) Αρχιμήδη (257-212 π.Χ) 
Ἐρατοσθένη (276-194 π.Χ) Απολλώνιο (265-170π.Χ) Νικομήδη (έζησε γύρω 


στο 200 π.χ) Ἠρωνα τον Αλεξανδρινό (]ος-2οςαι. μ.Χ) Διοκλή (]οςαι. π.χ) 
και Πάππο τον Αλεξανδρινό (3ος αι. μ.χ) 


Ο Ιπποκράτης ο Χίος (470-400 π.Χ) ανήγαγετο πρόβλημα του διπλασιασμού 
του κύβου (δηλ. µε σύγχρονη διατύπωση δοθέντος τµήµατοςα, να βρεθεί χ: 

Σε πρόβλημα παρεμβολής μεταξύ των τμημάτων α και 2 α δύο υπό αναζήτηση 
2α ΝΨ χ 


τμημάτων χ . ψ. τέτοιων ώστε: 
3. 3 
ψΨ χα 


Αν μπορέσουν να κατασκευασθούν αυτά τα τμήματα, τότε από την πρώτη 
αναλογία θα έχω : 

ψ᾿-2αχ (1). ενώ από την δεύτερη χ--αψ (2) 

Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέλη της (2) µεψ έχω 


ψχπαψ--'Ι'οψΨχ Ξαλαχ---οψχχ-αδαχ--ο 


ψχ-δαχ-ΎἙ υ.ψχ-2αψ-»χ--2α 


Προφανώς από την τελευταία παίρνουμε 


χΞαν2 


Η λύση του Αρχύτα του Ταραντινού 
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Εικόνα 1: Η λύση του Αρχύτα: γράφουμε κύκλο διαμέτρου ΑΔΞ2Ζα και χορδή 
του ΑΒ Ξα που προεκτεινόµενη τέμνει την εφαπτόµενη ΔΗ . Ὑψώνουμε ορθόν 
ημικύλινδρο µε βάση το ημικύκλιο και θεωρούμε το ημικύκλιο µε διάµετρο ΑΛ 
που βρίσκεται πάνω στο επίπεδο του ημικυλίνδρου. Στρέφουµε το ημικύκλιο 
γύρω από την ΑΑ΄᾿ και η παραγόμενη σπείρα τέμνει την κυλινδρική επιφάνεια 
κατά µία καμπύλη ΔΚΑ.. Στρέφουμε ακ΄οµη το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΙΙ γύρω 
από την ΑΛ και έτσι η ΑΠ παράγει µια κωνική επιφάνεια που κόβει την 
προηγούµενη καμπύλη ΔΚΑ στο Κ. Ταυτοχρόνώςτο Β θα διαγράψει πάνω σε 
αυτή την κωνική επιφάνεια ημιπεριφέρεια ΒΜΖ . έστω τώρα το ημικύκλιο ΑΚΛ᾽ 
του εκ περιστροφής στερεού, ποὺ αντιστοιχεί στο σηµείο Κ και το ορθογώνιο 
τρίγωνο ΑΚΛ᾽ . Η τομή ΜΘ των επιπέδων, ΑΚΛΔ᾽ και ΒΜΖ είναι κάθετος στο 
επίπεδο ΑΒΔΖ διότι και τα επίπεδα αυτά είναι κάθετα επάνω του . Φέρουμε εκ 


του Κ κάθετο ΚΙ πάνω στο επίπεδο του κύκλου ΑΒΔΖ Αυτή ανήκει στην 
κυλινδρική επιφάνεια, δηλ. το Τ βρίσκεται πάνω στον κύκλο ΑΒΔΖ --- Έχουμε 
τώρα τον παρακάτω συλλογισμό. : Στο ορθογώνιο τρίγὠνο ΖΜΒ έχουµε: 
ΜΘ”-70 Θ6Β (θεώρημα ύψους) . Από δύναμη σημείου ὡς προς κύκλο, στον 
ΑΒΔΖ., έχω:Ζ96ΘΒΞ-ΑΘΘΙ. Άρα: ΜΘ΄ - ΑΘ ΘΙ.. Επομένως, ΑΜΙ-ΑΜΘ- 
ΜΘΙ και η γωνία ΑΜΙΙ ορθή .. όµως ορθή είναι και η γωνία ΑΚΛ᾽ . εποµένωςη 
ΚΛ᾽ είναι παράλληλη της ΜΙ..Ξ----- Έτσι έχουµε ότι ΑΚΛΔ’-- ΚΑΙ- ΑΜΙ και 
ΑΔ' ΑΚ ΑΙ 
ΑΚ ΑΙ ΑΜ 
ΞΑΒ λόγω του κώνου. Έτσι 





επομένως όµως, ΑΛ΄ΞΑΛ λόγω της περιστροφής και ΑΜ 


διπλασίου του κύβου , από εκείνον που είχε πλευρά α, είναι η ΑΙ. Δηλαδή 


αΙ-αλ/2 


Πώς όµως κατέληξε σε αυτή την λύση ο Αρχύτας; 


Πιθανόν ο Αρχύτας ξεκινώντας από την ανάλυση του προβλήματος που είχε κάνειο 
Ιπποκράτης ο Χίος, δηλ. 


2”α Ψ χ 
ψΨ. χ α 


ημιπεριφέρειες διαµέτρων ΑΛΞΖ αξ ΑΛ᾽ που να πληρούν τις αναλογίες 
2α ο Ψ Ψ - 3 ; ΄ ρα ψ ς 
και από αυτές παίρνω χΞαψ καιχ΄Ξ2α -- Τατρίγῶνα 
Ψ χ χ α 2 


αυτά θα είναι όπως παρακάτω: 


ανεζήτησε δύο ορθογώνια τρίγωνα , εγγεγραμμένα σε 








Ἐικόνα 2: Η αρχική ανάλυση του προβλήματος από τον Αρχύτα. 


Αν στρέψουµε το επίπεδο ΑΚΛ᾽ γύρω από την ΑΛ᾽ µέχρι να γίνει κάθετο στο 
επίπεδο ΑΙΛ ., τα τρίγωνα θα πάρουν την θέση που φαίνεται στο παρακάτω 


ῄ 


Π 
ΠΠΠΠΠΠΠΙΠΗ: 


4 
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καιη ΚΙ θα είναι κάθετη στο επίπεδο ΑΙΛ .. Άρα το Κ θ βρίσκεται πάνω στον ορθό 
ημικύλινδρο µε βάση το ημικύκλιο ΑΔΙ. Τέτοια σηµεία µε την ιδιότητα του Κ. 
υπάρχουν άπειρα πάνω στην επιφάνεια του ημικυλίνδρου. . Ένα όµως από αυτά 
ικανοποιεί την συνθήκη ΑΖΞψ/2 . Δηλαδή στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΖΚ.., να έχουµε 
την γωνία ΚΑΖ-ό0”. 

Επομένως , θα αρκούσε να χαράξει πάνω στο επίπεδο ΑΔΙ µια γωνία αΑΔ-60’ 
(βλέπε παρακάτω σχήμα) 





καινα την στρέψει γύρω από την ΑΛ µέχρι η άλλη της πλευρά να συναντήσει την 
τοµή της ημικυλινδρικής επιφάνειας µε την σπείρα που διαγράφει το ημικύκλιο ΑΚΛ᾽ 
Αυτό λοιπόν κάνει ο Αρχύτας ξεκινώντας την λύση του µε την κατασκευή αυτής της 
γωνίας παίρνοντας την διάµετρο ΑΛΞΖ α καιτην χορδή ββ-α. 


Η λύση του Πλάτωνος (427-347 π.Χ.) 


Ο Πλάτων επινόησε µια διάταξη , σύμφωνα µε την οποία, κάνοντας µια κίνηση ενός 
οργάνου επί τούτω, μπορούμε να παρεµβάλουµε ανάµεσα στο α καιτο 2 α τους 
μέσους αναλόγους που προέβλεπε η ανάλυση του προβλήματος κατά τον Ιπποκράτη 
τον Χίο. 


Στο παρακάτω σχήμα. έχω πάνω σε δύο κάθετους άξονες τα τμήματα α στον Ψψ΄ και 
2 α στον χχ΄ . αν μπορέσω να φέρω από τα Α και Β δύο παράλληλες ΑΚ//ΒΛ έτσι 
ώστε το τµήµα ΚΛ να είναι κάθετο σε αυτές, τότε το πρόβλημα λύθηκε, αφού 





στο τρίγωνο ΟΚΛ για το ύψος επί την υποτείνουσα χ έχω 
χα. ΟΛ (1). στο ορθογώνιο ΒΚΛ έχω ΟΛ΄Ξχ. 2α (2) 
Λύνοντας την (1) ὡς προς ΟΛ., αντικαθιστώ στην (2) και έχω διαδοχικά : 
2 
2 2 4 

οΧχ. ὦὃ ) Χχ | χ. ο α. δα 

οΔ---- στι Ξχ2α-»-σΞ2αχ-»χ Ξ2αχ-οχ-Ξ2α 
α α α 

αι αἴα-Οοκ 


Το όργανο µε το οποίο επιτυγχάνεται η κατασκευή του Χ., είναι το παρακάτω: 





Ἐικόνα 2: Ο κυβιστήςτου Πλάτωνος 
Το ανωτέρω όργανο χρησιµοποιείται ὡς εξής: 


Η εσωτερική κορυφή Δ του οργάνου τοποθετείται σε τυχαίο σηµείο τηςΟψΨ. 
Φροντίζουµε . η πλευρά ΔΙ να περνάει απὀ το Β . Κινούμετην ΕΖ , γλυστρώντας 
ταυτόχρονα την κορυφή Δ., πάνω στην Οψ μέχρι να βρούμε την θέση, κατά την 
οποίαν , το κινητό στέλεχος ΕΖ . να περνά από το σηµείο Α και απὀ την τοµή Κ.της 
Οχ καιτης πλευράς ΔΘ του οργάνου. 


Τότε. τα ζητούμενα σηµεία .θα είναι τα Λ και ΚΚ. 


Μια λύση του Μεναίχµου 


Στο παρακάτω σχήμα ο Μέναιχµος κατασκευάζει δύο παραβολές, τις 
Ψψ---2αχ 


Χ΄Ξαψ 





Ἡ τομή τους είναι το Γ . Τότε. όπως ευκόλως μπορούμε αλγεβρικώς να 
διαπιστώσουμε, το ΟΔ είναι το ζητούμενο 


ΙΛ. 


Η λύση του Ἐρατοσθένους 


Η λύση αυτή υλοποιείται µετην κατασκευή οργάνου που λέγεται «μεσολάβιον» και 
το οποίο επιτυγχάνει την κατασκευή τῶν ενδιαµέσων χ και ψ όπως προέβλεπε η 
ανάλυση του Ιπποκράτους του Χίου. 


Στα παρακάτω σχήματα 


ῃ 


| 





Ἐικόνα 4: Με διαδοχικές μετατοπίσεις των κινητών τριγώνων βρίσκουμε τα 
ενδιάµεσα σηµεία Γ και Β .., καθιστώντας τα συνευθειακά µετα Ακαι Α (βλέπε 
επόμενο σχήμα) 





Ἐικόνα 5: λαμβάνοντας ὡς αρχή το τµήµα α. µε κατάλληλη μετακίνηση των 
ίσων ορθογωνίων τριγώνων . βρίσκω τα Β και Γ. Απότο Θεώρηματου Θαλή. 
προφανώς ισχύει η σχέση της γνωστής ανάλυσης του προβλήματος από τον 
Ιπποκράτη τον Χίο. Έτσι προσδιορίξζεταιτο Χ. 





Εικόνα 6: Η υλοποίηση της λύσης του Δηλίου προβλήματος γίνεται µετο 
κατωτέρω όργανο όπου τα ίσα ορθογώνια τρίγωνα κινούνται συρταρωτά και 
επιτυγχάνεται η συνευθιακότητα. 


Η λύση µε την βήθεια της κογχοειδούς του Νικομήδου 


Αυτή η λύση είναι αρκετά πολύπλοκη, καθώς χρειάζεται η κατασκευή τῆς 
κογχοειδούς του Νικομήδους , η πρόταση Π.6 των Στοιχείων του Ευκλείδη το 
πυθαγόρειο Θεώρημα, το θεώρημα του Θαλή , ομοιότητα τριγώνων κ..ἀ. 


Ας ξεκινήσουμε µε τον ορισμό και την κατασκευή της κογχοειδούς. 





Ἐικόνα 7: Έχουμε ένα σταθερό σηµείο Π . επίσης µια σταθερή ευθεία (ε). Ακόμα 
έχουµε σταθερό ΄κατά μήκος ένα ευὐθ. τµήµα µ. Από το Π . φέρω την οικογένεια 
των ευθειών που τέµνουν την (ε) . Εκατέρωθεν των σημείων τοµής της (ε) µετην 
οικογένεια των ευθειών . λαμβάνω τµήµατα ίσα µεμ. Με ένωση όλων των 
σημείων έχω την κογχοειδή. Στο παραπάνω σχήμα. τυχαίνει η απόσταση του Π 
από την (ε) να είναι μικρότερη από το µ και η κογχοειδής έχει και έναν βρόγχο 
«Στα επόμενα δύο σχήματα, έχοµετις υπόλοιπες δύο περιπτώσεις όταν ΠΑΞμµ και 
Πβομ 





Ἐικόνα δ: Οι υπόλοιπες δύο περιπτώσεις για την κογχοειδή του Νικομήδη. 





Ἐικόνα 9: Το όργανο που υλοποιεί την κατασκευή της κογχοειδούς. Το όργανο 
έχει δύο σταθερούς κάθετους κανόνες σε σχήµα «Τ» σταθερούς, και έναν κινητό. 


Η γραφίδα κινείται πάντα κατά τέτοιο τρόπο . έτσι ώστε να διέρχεται πάντα από 
τον πόλο Π και η γραφίδα να απέχει από την ευθεία πάντα µήκος μμ. 


Πρόταση 1.6 Των Στοιχείων του Ευκλείδη: 

Ἐὰν εὐθεῖα γραμμὴ σμηθῇ δίχα, προστεδῇ δέ τις αὐτῆῇ 

εὐθεῖα ἐπ᾽ εὐθείας, τὸ ὑπὸ τῆς ὅλης σὺν τῇ προσκειµένῃ 

καὶ τῆς προσκειµένης περιεχόµενον ὀρφογώνιον μετὰ τοῦ 

ἀπὸ τῆς ἡμισείας τετραγώνου ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς συγκειµένης ἔκ τε τῆς 
ἡμισείας καὶ τῆς προσκειµένης σετραγώνῳ. 























Ἐικόνα 10: η απόδειξη της προτάσεως του Ευκλείδη καθίσταται προφανής από 
την παρατηρήσουμε την ισότητα τῶν ἐμβαδών τῶν σχημάτων που έχουν το ίδιο 
χρώμα. Ο Ευκλείδης κάνει κάτι παρόμοιο χρησιμοποιώντας τον γνώμονα 
ΓΔΖΗΝΛ. Παραθέτουµε την απόδειξη από το πρωτότυπο. 


Η Απόδειζη της 1.6 των Στοιχείων από το πρωτότυπο: 


Εὐδεῖα γάρ τις ἡ ΑΒ τετμήσθδω δίχα κατὰ τὸ ΙΤ σημεῖον, προσκείσθω δέ τις 
αὐτῇ εὐθεῖα ἐπ᾽ εὐθείας ἡ ΏδΔῥ λέγω, 
ὅτι τὸ ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΕ περιεχόµενον ὀρθοχώνιον μετὰ τοῦ ἀπὸ τῆς 1 Ὦ 
τετραγώνου ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς Ι Δ τετρα- 
χώνῳ. 
᾿Αναγεγράφδω γὰρ ἀπὸ τῆς ΙΔ τετράγωνον τὸ ΤΈΙΖΔ, 
καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΔΕ, καὶ διὰ μὲν τοῦ Ὦ σηµείου ὁποτέρᾳ 
τῶν ΕΤ, Δύ παράλληλος ἤχδω ἡ ΒΗ, διὰ δὲ τοῦ 8 
σημείου ὁποτέρα τῶν ΑΒ, ΕἰΖ παράλληλος ἤχθω ἡ ΗΙΜ, 
καὶ ἔτι διὰ τοῦ Α ὁποτέρα τῶν ΓΛ, ΔΜΙ παράλληλος ἤχδω 
ἡ ΑΗ. 


Ἐπεὶ οὖν ἴση ἐστὶν ἡ ΑΙ τῇ ΤΏ, ἴσον ἐστὶ καὶ τὸ ΑΛ 


τῷ ΤΘ. ἀλλὰ τὸ Τ69 τῷ 87, ἴσον ἐστίν. καὶ τὸ ΑΛ ἄρα 
τῷ 87, ἐστιν ἴσον. κοινὸν προσκείσθω τὸ Ι ἩΝῥ ὅλον ἄρα 
τὸ ΑΜ τῷ Ν 5Ο γνώµονί ἐστιν ἴσον. ἀλλὰ τὸ ΑΙ ἐστι 
τὸ ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΙΩῤῥ ἴση γάρ ἐστιν ἡ ΔΙΝΙ τῇ ΔΙΩῥ καὶ ὁ 
ΝΟ ἄρα γνώµων ἴσος ἐστὶ τῷ ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ [περι- 
εχομένῳ ὀρφθοχωνίφῳ]. κοινὸν προσκείσδω τὸ ΛΗ, ὅ ἐστιν 
ἴσον τῷ ἀπὸ τῆς ὮΙ  τετραχώνῳῥ τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΑΔ, 
ΔΒ περιεχόµενον ὀρθογώνιον μετὰ τοῦ ἀπὸ τῆς 1 Ὢ τε- 
τραγώνου ἴσον ἐστὶ τῷ ΝΟ γνώµονι καὶ τῷ ΛΗ. ἀλλὰ 
ὁ ΝΕΟ γνώµων καὶ τὸ ΛΗ ὅλον ἐστὶ τὸ ΓΕΙΖΔ τετράγω- 
νον, ὅ ἐστιν ἀπὸ τῆς ΤΔῥ τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΗΒ περι- 
εχόµενον ὀρδοχώνιον μετὰ τοῦ ἀπὸ τῆς 1 Ὦ τετραγώνου 
ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς Ι Δ τετραγώνφῳ. 

᾿Ἠιὰν ἄρα εὐθεῖα γραμμὴ τσμηδῇ δίχα, προστε»ῇ δέ τις 
αὐτῇ εὐθεῖα ἐπ᾽ εὐδείας, τὸ ὑπὸ τῆς ὅλης σὺν τῇ προσκει- 
µένη καὶ τῆς προσκειµένης περιεχόµενον ὀρθογώνιον μετὰ 
τοῦ ἀπὸ τῆς ἡμισείας τετραγώνου ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς 
συγκειµένης ἔκ τε τῆς ἡμισείας καὶ τῆς προσκειµένης 
τετραγώνῳῥ 
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Άς δούµε όµως πώς ο Νικομήδης υλοποίησε την κατασκευή του, στο παρακάτω 
σχήμα: 








Ο Νικομήδης θεωρεί δύο κάθετους άξονες Βχ και Βψ και πάνωτουςτα µήκη ΒΑΞ2α 
και ΒΓΞα . Επίσης θεωρεί τα µέσα τους Λ και Ε αντιστοίχως. Στην ΒΥ φέρνει 
µεσοκάθετο και και πάνω της κατασκευάζει σηµείο Ζ µε την ιδιότητα Γ7Ζ Ξ-α παίρνει 
και ΗΒΞΑΛΞα . Από το Η φέρνειτην ΗΖ και απὀ το Τ την παράλληλο (εθ προς 
αυτήν. 


Στην συνέχεια, µε την βοήθεια της κογχοειδούς, ο Νικομήδης κατασκευάζει µε ταξύ 
των πλευρών της γωνίας εΓχ.. τµήµα α., έτσι ώστε προεκτεινόµενο . να περνά από το 
7. . Αυτό επιτυγχάνεται, αν πάρουμε ως πόλο της κογχοειδούς το Ζ, βάση την Γε και 
σταθερό διάστηµα το µήκοςα. 


Ἡ κογχοειδής τέμνει την Βχ σε σηµείο Κ καιη ΚΔτην Βψ στο Μ. Τότε, στα 
τμήματα ΒΑΞ2 ακαιΒΓ Ἔα.,, µέσες ανάλογες είναι οι ψξΓΙΚ και χΞΑΜ. Έτσι θα έχω 


χΞ αἲ2 


Πώς όµως δικαιολογείται αυτό; 


Ας το δούµε: 

Σύμφωνα µετην Π.6 ., θα ισχύει: 

ΕΚΤΚ{ΕΓΞΕΚ- {() 

Με πρόσθεση και στα δύο µέλη της (1) του ΕΖ’ . έχω: 

ΒΚ ΓΚ{ΕΖ2 «ΕΖ/΄- ΕΚΖ--ΕΖ᾽ - (Πυθαγόρειο θεώρημα) 
ΒΚ ΚΓ -α-- ΖΚ2 (3) 

Ομοίως, για το τµήµα ΑΒ που έχειπροέκταση το ΑΜ , θα έχω: 
ΒΜ ΜΑ -α- ΑΜ’ (0 

ΓΘ//ΗΖ-» (θεώρημα Θαλή) ώ . ε 


2 
Επίσης τριγ. ΑΜΔΑ-ΔΓΙ. απὀ όπου έχω: ο 
ψ α 


Απόγτις δύο τελευταίες σχέσειςέχω ότι χΞ2Ζ6Θ Ξχταξζθ τα καθώς και 
2α 29 

προ -ᾱ ϱϐ) 

ψ α -α 


Δηλ. ΖΚ-ΛΜΟ33 
Από (3). (3).(33) έχω όὀτιΒΚ ΓΚΞΒΜ ΑΜ ή 


ΒΜ 
πο 0) 
χ Ἐκ 


ΒΜ 
Αλλά από τα όµοια τρίγωνα ΜΒΚ - ΜΑΔ έχω: ο ο ᾱ (04) 
α 


Έτσι, από (/) και (/β)έχω Ἱ-Ξ 
χ 


9 |ὸ 


Από την τελευταία σχέση και από την (3) . έχω ότι 


2α ; , 
ο Ἡς Ἐ που μας δίνει το αποδεικτέο. 


Ψ. χ α 


Το “Δήλιο πρόβλημα” µέχρι και τον 199 αιώνα απασχόλησε άπαντες τους 
μαθηματικούς και όχι µόνο. Ἔγινε αντικείµενο ιδιαίτερης μελέτης και τελικά 
χαρακτηρίστηκε ὥς άλυτο, αφού η λύση του µε την χρήση αποκλειστικά του κανόνα 
και του διαβήτη είναι αδύνατη. 


Με το πρόβλημα ασχολήθηκαν, επίσης, ο Εὐδοξος, ο ὨΏοεδοκτίος και ο ΓοΠβοµαπ]ρς, οι 
λύσεις όμως που πρότειναν οδηγούσαν σε καμπύλες και επιφάνειες βαθμού 
µεγαλυτέρου του δύο. 


Που όµως οφείλεται το αδύνατο της επίλυσης του διπλασιασμµού του κύβου µε τον 
κανόνα και το διαβήτη: 


Το ζητούμενο είναι η εύρεση τῆς πλευράς Χ. µε µόνα εργαλεία τον κανόνα και το 
διαβήτη, ενός κύβου. ποὺ ικανοποιεί την εξίσωση χ--2--0 «Αν δεχθούμε ότιτο Χ 
είναι κατασκευάσιµο, τότε αυτό ανήκει σε ένα σώµα Εικ µε στοιχεία ὰ της µορφής 
ἹΞΡρ- ηνω µε Ρ.ᾳ. ῶ εξικι (Τα σώματα Εκ. Εκι προκύπτουν µε κατάλληλες 
προεκτάσεις µέσω συνεχών εξαγωγών κυβικών ριζών του σώματος Ερ , που 
ταυτίζεται στην προκειμένη περίπτωση µε το σύνολο τῶν ρητών αριθμών). 
Αποζεικνύεται, ότιανχ Ξ ὦ -- φνν είναι λύση της εξίσωσης χ--2 τότε και ἡ 

Ππι Χ, Ξ χείναι λύση της, γεγονός που οδηγεί σε άτοπο, αφού, τότε η εξίσωση θα 


έχει δύο πραγματικές ρίζες, ενώ το 3/2 είναι η µόνη πραγματική και οι υπόλοιπες 
φανταστικές (Σημειώνουμε ότι η εξίσωση χ--2 προκύπτει από διπλασιασµό κύβου 
µε μοναδιαία πλευρά). 


Ἡ παραπάνω απόδειξη έδωσε τέλος στις προσπάθειες για την επίλυση του 
προβλήματος και κατέταξε το Δήλιο πρόβλημα µαζί µε αυτά τῆς τριχοτόµησης 


ν 
τυχαίας γωνίας, της κατασκευής κανονικών πολυγώνων πλευρών με -. πρώτο 
και τον τετραγῶνισµό του κύκλου στα λεγόμενα άλυτα γεωμετρικά προβλήµατα. 


Η ΤΡΙΧΟΤΟΜΗΣΗ ΓΩΝΙ4Σ 


Εισαγωγικά: 

Η τριχοτόµηση τῆς ορθής γωνίας είναι ένα εύκολο πρόβλημα, αφού το 1/3 της 
ορθής είναι η γωνία τῶν 30’ η οποία κατασκευάζεται είτε µε διχοτόμηση των 60’ 
από την κατασκευή του ισοπλεύρου τριγώνου (πρόταση 1.Ι Στοιχείων) είτε από 
κατασκευή ορθογωνίου τριγώνου µε µία κάθετη πλευρά ίση µε το ήμισυ τῆς 
υποτείνουσας. 

Επομένως. η διχοτόμηση µιας αμβλείας γωνίας αφαιρουµένης της ορθής που 
τριχοτοµείται, ανάγεται στην τριχοτόµηση οξείας γωνίας, πράγµα που κατέστη 
δυσκολότατο. 

Σήµερα γνωρίζουμε το αδύνατον τῆς λύσης αυτού του προβλήματος µε κανόνα 
και διαβήτη, αφού η εξλισώση που την εκφράζει είναι τρίτου βαθμού , χωρίς να 
µπορεί να αναχθεί σε δευτέρου και να είναι κατασκευάσιµη. 

Από την τριγωνομετρία γνωρίζουμε την ταυτότητα: 


3 
φα0 3εφθ -- εφ” 
[οἳ πα εκ υτω ασ 
3 ι η : - 
|-- 3εφ 0 Σε αυτή την εξίσωση, αν θέσουμε εφ2θξα 
(γνωστός) και εφθΞχ (άγνωστος) µεπράξεις καταλήγουμε στην ισοδύναµή της: 


χ--Δαχ΄-2χ-α-θ .που είναι η εξίσωση η εκφράζουσα την τριχοτοµία. 
Ο τετραγωνισµός της εξίσώσης αυτής όπως απεδείχθη το 1837 είναι αδύνατος. 


Η λύση του Ιππία του Ηλείου (µε την τετραγωνίζουσα του 4εινοστράτους) 


Ο Ιππίας υπήρξε ο πρώτος γεώμέτρης ποὺ έλυσε το πρόβλημα, µε την βοήθεια 
της καμπύλης που αργότερα ο Δεινόστρατος προσπάθησε να τετραγωνίσει τον 
κύκλο. 


Στο παρακάτω σχήμα. φανταζόµαστε ένα σηµείο στο Δ, το οποίο εκτελεί µια 
σύνθετη κίνηση: 

Μία ομαλή ευθύγραμμη κίνηση κατά την διεύθυνση ΔΑ. 

2)Μία ομαλή κυκλική µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα γύρω από το Α., µε ακτίνα 
ΑΔ. 

Οι δύο προηγούμενες ταχύτητες, είναι τέτοιες ώστε ο χρόνος που απαιτείται για 
την διάνυση του διαστήματος ΑΔ.,, είναι ίσος µε τον χρόνο που απαιτείται για 
στροφή 90”. 

Συνεπώς το Δ εκτελεί σύνθετη κίνηση και η τροχιά του φαίνεται στο παρακάτω 
σχήµα (είναι η καμπύλη ΑΖΗ) 





Η καμπύλη αυτή κατασκευάζεται Ως εξής: 

Αφού σε ίσους χρόνους διανύονται ίσα διαστήματα και και διαγράφονται ίσες 
γωνίες, χωρίζω το τετράγωνο και το ΑΛ σε επαρκή αριθµό ίσων διαστημάτων µε 
παράλληλες προς την ΑΒ . Κατόπιν κατασκευάζω τόσες ίσες γωνίες, όσα και τα 
διαστήματα που κατασκεύασα.., χωρίζοντας την ορθή σε αντίστοιχα ίσα 
διαστήματα. 


Στην συνέχεια κατασκευάζω το πρώτο σηµείο της ζητουµένης καμπύλης, ως 
τοµής του πρώτου διαστήματος και την πρώτης γωνίας. Δεύτερο σηµείο η τοµή 
του δευτέρου διαστήματος και την δεύτερης γωνίας. Τρίτο η τοµή του τρίτου και 
την τρίτης γωνίας κ.ο.κ. 

Στην συνέχεια συνδέω τα σηµεία µε όση ακρίβεια μπορώ. Όσο πιο πολλά τα ίσα 
διαστήµατακαι οι γωνίες, τόσο καλύτερη η ακρίβεια που επιτυγχάνω. 

Αν α η πλευρά του τετραγώνου, Τ ο χρόνος πτώσης ο η επικαμπύλιος ταχύτητα, 
ω η γωνιακή ταχύτητα, θα ισχύουν οἱ σχέσεις: 

ο - οχι 


α-υΤ και 
Έπισης για το τυχόν σηµείο Ζ µε συντεταγμένες (χ.ψ) θα ισχύουν: 

π αν ιά Σ΄ φ 
α-ψξυί και τα θ- ωἱί όπου υ, ὦ οι ταχύτητες και {ο χρόνος κίνησης 


µέχρι το σηµείο Ζ ενώ ϐ είναι η γωνία ΖΑχ 


Επίσης ισχύει καιη σχέσηυζωα 
Με απαλοιφή μεταξύ των σχέσων των αγνώστων υ, , Ἐ, παίρνω 


ισα ο 


π 
2 
Ψ - ----θ 


2α Ψ 
Ψ - ----τοεφ -- 
μ χ 

Η τελευταία, είναι η εξίσωση της τετραγωνίζουσας µε καρτεσιανές 
συντεταγμένες. 
Επίσης ΑΗ Ξ2α/π 
Το παραπάνω, υποδηλώνει, ότι αν είναι δυνατόν να κατασκευασθεί η καμπύλη µε 
κανόνα και διαβήτη, τότε και το π είναι κατασκευάσιµο. 
Για την τριχοτόµηση όµως έχω: 
Έστω ότι θέλω να τριχοτοµίσω την οξεία γωνία ΘΞΞΖΑΒ. 
Από την εξίσωση της καπύλης έχω ότι ψ-2αθ/π . απὀ την οποία (µε διαίρεση και 
των δύο µελών µετο 3) εξάγεται η σχέση: 
Ψ 2αθ 


3 π ὁ 


από την παραπάνω σχέση, έχω ότι το ζητούμενο σηµείο για την τριχοτόµηση. 
είναι αυτό που έχει τεταγµένη Ψ/3 .το οποίο ευκόλως προσδιορίζεται µε 
τριχοτόµηση του τμήματος ΖΚ. 

Η λύση του 4ρχιμήδη µε την έλικά του 


Στο παρακάτω σχήµα βλέπουμε την έλικα του Αρχιμήδη, µε την βοήθεια τῆς 
οποίας μπορούμε να τριχοτοµήσουμε µια γωνία. Η έλιξ είναι η καμπύλη ΟΝΕ, η 
οποία παράγεται, αν φανταστουµε ότο το σηµείο Ο μετέχει δύο κινήσεων: 

1) Μιας οµαλής κυκλικής κίνησης µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα και 

2) Μιας οµαλής γραμμικής κατά µήκος µιας ακτίνας. 

Σε ίσους χρόνους διαγράφει ίσες γωνίες και ίσα διαστήματα στην επιβατική 
ακτίνα. Συνεπώς µπορεί να κατασκευασθεί από διακριτά σηµεία κατά ανάλογο 
τρόπο µε την τετραγωνίσουσα του Δεινοστράτους. 





Κατασκευάζω ίσες γωνίες και οµόκεντρους κύκλους τῶν οποίων οι ακτίνες είναι 
σε τυχούσα αριθμητική πρόοδο µε θετική διαφορά. 

Με ανάλογο τρόπο όπως και µε την τετραγωνίζουσα. την κατασκευάζουµε και 
εκπληροί την εξίσωση: 


ρξ δπ- - όπου Ε είναι η ακτίνα του πρώτου κύκλου(που λαμβάνω Εξω.,μεω 


την διαφορά της προόδου) 
Από την προηγούµενη µε διαίρεση και τῶν δύο µελών µετο 3. έχω: 


3 2π 3 Δηλαδή το 1/3 της γωνίας θ., αντιστοιχεί στο 1/3 της πολικής 


ακτίνας ρ της καμπύλης κι αυτό για κάθε στιγµή τῆς κίνησης. 

Εάν λοιπόν έχω προς τριχοτόµηση την γωνία χΟΖΞΘ . Τότε κάνω το εξής: 
Τριχοτοµώ το ΟΚ και λαμβάνω το τµήµα ΟΔΞΙ/3 ΟΚ. Με κέντροτο Ο και 
ακτίνα ΟΛ κατασκευάζω κύκλο . που τέμνει την έλικα σε σηµείο Ν . Φέρω την 
ΟΝ και η γωνία τριχοτοµήθηκε. 


ει τι 
ες ο πππη ππη 
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260: 200: 
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Εικόνα 11: Η έλιξτου Αρχιμήδη υλοποιημένη όχι για γωνία π/2 όπως πριν . αλλά 
για 2π. 


Άλλα όργανα και κατασκευές για τήν τριχοτόµιση: 


Η κατασκευή του 4. Ρειραςςὶ (1993) 








Στο παραπάνω σχήµα --όργανο, έχω το ημικύκλιο µε κέντρο ΚΚ. ενώ ισχύει 
ΑΒΞΒΚΞΚΛ 

Συνεπώς αν προσαρµόσω την κορυφή Ο της προς τριχοτόµηση γωνίαςστην [Β, 
όπως φαίνεται στο σχήµα το άκρο Α στην µία πλευρά και το άλλο µέρος του 
οργάνου να εφάπτεται (το ημικύκλιο) στην άλλη πλευρά, . τότε οι γωνίες ΒΟΑ. 
ΒΟΚ. .και ΚΟΡ είναι ίσες μεταξύ τους και η γωνία τριχοτοµήθηκε. 

Ἡ απόδειξη είναι απλή Και µπορεί να γίνει µετην σύγκριση των τριών 
ορθογωνίων τριγώνων ΑΟΒ, ΒΟΚ. ΚΟΛ που είναι μεταξύ τους ίσα ., απ᾿ όπου 
απορρέει το ζητούμενο. 

Παραθέτουµε ακόµη και την εικόνα άλλων δύο οργάνων που βασίζονται στην 
ιδέα του Αρχιμήδη µε τα ισοσκελή τρίγωνα (µία από τις λύσεις που έχει δώσει ο 
μέγιστος αυτός μαθηματικός) 





Ἐικόνα 12: Είναι προφανές ότι η απόδειξη της τριχοτοµίας υλοποιείται πάνω στο 
σχήμα, µε βάση την πρύταση ότι η εξωτερική γωνία ενός τριγώνου ισούται µε το 
άθροισµα τῶν δύο εντός κι απέναντι γωνιών. 





Εικόνα 13 Και εδώ η ιδέα είναι ίδια µε την προηγούµενη . αλλά το όργανο έχει 
κινητά µέρη και παραπάνω πολυπλοκότητα. 


Θέση πρὠτης 
τριχοτόµου 





Ἐικόνα 14: (Ετὶε Κἰπεαποπ) Εδώ έχουµε τριχοτόµηση µε διαδοχικές 
προσεγγίσεις που βασίζονται στην παρακάτω σειρά : 


Γ Ἱ Ἱ  ἵτ 1 1 
--- 


ο 4 8 16 ο) 64 1ος ο ο ο 


 Ἱ τ Ἱι τι 
ο ἡ ---ςο ο ο ο ο -υ-υ-υυ-υ-υ- -- 
5 342 128 | ᾳ 16 64 | 


Με άλλο τρόπο η παραπάνω σχέση δίνει το ίδιο αποτέλεσµα ὡς εξής: 
ο 1 1 1 Ι Ι Ι 
πο σε ο ο πε ος ποπ ω ο ο 
2 4 


δ 16 32 64 128. 


ο... 
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Ο Τριχοτόµος του Ισαάκ Ρούφους 





Ἐικόνα 15: Οι δύο ίσοι ρόμβοι µετα τέσσερα ίσα μεταξύ τους ισοσκελή τρίγωνα. 
εξασφαλίζουν την τριχοτόµηση της γωνίας. 


Ο Τετραγωνισµός του Κύκλου 


Η Καμπύλη του Ιππία του Ηλείου 


Αυτήν την είδαμε και πριν . καθώς την καμπύλη αυτή επινόησε η Ιππίας, αλλά είναι 
και γνωστή Ως τετραγωνίζουσα του Δεινοστράτους, αφού χρησιµοποιείται Και για τον 
τετραγωνισµό του κύκλου όπως προείπαµε. Ἔνα άλλο σχήμα όπου υλοποιείται σε 
γωνία π και όχι π/2 όπως προηγουμένως είναι το παρακάτω: 























ο -- 
Πρ τν ---- 
ΕΕ 





























Είναι γνωστό ότι έχουμε καρτεσιανή εξίσωση : 


π Ψ 
ψ - . πο όπου α η πλευρά του τετραγώνου. 


Ἡ παραπάνω εξίσωση αν επιλυθεί ως προς χ και µετασχηματισθεί κατάλληλα, µπορεί 
να φθάσει στην παρακάτω µορφή: 


π 
ο. 2α ' 2α 
π πψ ..... | | 
5ί------ έτσι. αν πάρω το όριο τῆς παραπάνω συναρτήσεως 


2α 


(αν την δω και έτσι) µε ψ-»0., τότε θα έχω: 


χ 


η χω σν--2α.-ς 
ας πο εφ. 


τπτ 
ψ πας 
να οὓς 
ψ-.θ π νψ20 πψ 
εφ---- 
2α 


Πο αι 
ψ-»0 π ψὋοου 


ο πμ] - 


ψ-.0 π ψὋου 
2α 

Ππιχ- ---- 

ψ-ο0 π 


(ΑΗ) «24 
Τι 


ο Ἱπη---- 
Χρησιμοποιήσαμε την σχέση ότι ψ »0 εφψ 


Η τελευταία σχέση µας λέει ότι από την κατασκευή του ΑΗ είναι δυνατή και η 
κατασκευήτουπ. 


Η προσπάθεια του Αρχιμήδη 


Ο Αρχιμήδης στο μνημειώδες έργο του «Κύκλου µέτρησις) αλλά και στο «περί 
ελίκων᾽ λέει: 

Κάθε κύκλος που η ακτίνα του είναι ίση µε µια πλευρά ορθογωνίου τριγώνου και η 
περιφέρειά του είναι ίση µε την άλλη κάθετη πλευρά του ορθογωνίου τριγώνου. έχει 
εμβαδόν ίσο µε το τρίγωνο αυτό. 





Στο θεώρημα 18 του βιβλίου του περί ελίκων, αποδεικνύει, ότι : 

Αν ευθεία γραµµή εφάπτεται στο πέρας της έλικος που είναι γεγραμµένη για πρώτη 
φορά, Και αν από το σηµείο που είναι η αρχή της έλικος αχθεί κάθετος στην αρχή της 
περιφοράς, τότε αυτή θα συναντήσει την εφαπτομένη και η ευθεία η μεταξύ της 
εφαπτοµένης και της αρχής της έλικος, θα είναι ίση προς την περιφέρειαν του πρώτου 
κύκλου. 

Δηλαδή, αποδεικνύει, ότι η πρώτη περιφέρεια έχει ὡς ανάπτυγμα το τµήµα 0Α.. 
Έτσι, σε συνδυασμό µε το προηγούμενο θεώρημα. το εμβαδόν του κύκλου είναι ίσο 
προς το τρίγῶνο ΟΑΒ , το οποίο µπορεί να μετασχηματισθεί σε ισοδύναμο 
τετράγωνο , κατά τα γνωστά. 





Τετραγωνισμµός κυλιόµενου κύκλου 





Ἐικόνα 16: Η κύλιση του κύκλου για µισή στροφή . µας δίνει μήκος π ΕΚ. Στο σχήµα 
έχω πΕ Ε Ξχ2 από γνωστή ιδιότητα του ύψους ορθγωνίου τριγώνου επί την 
υποτείνουσα. (Το ορθογώνιο τρίγωνο που είναι εγγεγραμμένο στο ημικύκλιο και δεν 
έχει σχεδιασθεί..... 





Π4Ρ4ΡΤΗΜΑ 


Η απὀδειζη του αδυνάτου της λύσεως των τριών διασήµων προβλημάτων µε 
χρήση θεωρίας αλγευρικών επεκτάσεων 


ο Θεωρούμε στο επίπεδο ένα ορθογώνιο σύστηµα συντεταγμένων µε 
αρχή το σηµείο Ο(0.0) και Ι(0,1) έχοντας λάβει την µονάδα αυθαίρετα 
«(Δηλ. το μήκος 008 

ο Λίδεται ένα σύνολο σημείων 5 του επιπέδου , που περιέχει και τα 
σηµεία Ο και ΙΤ, Και το οποίο θα χρησιµοποιηθεί και για την 
κατασκευή και άλλων σημείων. 

ο Τα σηµεία του 5 θα τα καλέσουμε βασικά σηµεία 


ο Τισημαίνει «κάνω µια κατασκευή µε κανόνα και διαβήτη;» 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όταν λέμε ότι κάνω µια κατασκευή µε κανόνα και διαβήτη, κατ΄ουσίαν, 
εκτελώ µια πεπερασμένη ακολουθία των τριών ακολούθων μορφών: 

1. Χαράζω µια ευθεία γραμμή που ενώνει δύο σηµεία , κάθε ένα 
από τα οποία είναι είτε ένα βασικό σηµείο , είτε ένα άλλο που 
κατασκευάσθηκε προηγουμένως µε την ακολουθία των απλών 
κατασκευών. 

2.  Χαράσσω κύκλο µε κέντρο βασικό σηµείο ή ένα σηµείο που 
κατασκευάσθηκε προηγουμένως µε την ακολουθία των 
βασικών κατασκευών και µε ακτίνα, ίση µε την απόσταση δύο 
σημείων, κάθε ένα από τα οποία είναι είτε βασικό σηµείο, είτε 
κατασκευάσθηκε από µια ακολουθία απλών κατασκευών. 

3. Σηµειώνω τοµή δύο ευθειών ή τοµή δύο κύκλων ή τομή 
ευθείας και κύκλου. 

Από τα παραπάνω γίνεται φανερό, ότι όταν εκτελώ κατασκευές όπως η 2) λαμβάνω 
Και νέα σηµεία που δεν εἴχα προηγουμένως. 
ο Ένα σηµείο που παίρνω από στοιχειώδεις κατασκευές σημείων του 5, λέγεται 
κατασκευάσιµο απότο 5. 
ο Το δπεριέχει πάντα τα σηµεία Ο και. 
ο Ένας πραγματικός αριθµός α θα λέγεται κατασκευάσιµος από το 5. αν το 
σηµείο (α.0 ) είναι κατασκευάσιµο απότο». 
Μπορούν να αποδειχθούν εύκολα τα εξής: 

|) Ανα,β πραγματικοί, και κατασκευάσιµοι από το 5, τότε και το σηµείο 

(α,β) είναι κατασκευάσιµο από το 5 και αντιστρόφως. 

Π) Ανα, β κατασκευάσιµοι πραγματικοί αριθμοί , τότε και αἲβ. α-β,αβ, 

Ἰ/α. 1/β. β/α (α-0) κατασκευάσιµοι. 

Με αυτόν τον τρόπο, βλέπουμε, ότι επειδή τα σηµεία (0.0) και (1.0) είναι βασικά 
σηµεία, κάθε ρητός είναι κατασκευάσιµος. 
ο Ο/(5), είναι το σώμα που προκύπτει απὀ το σώμα Ω, αν του προσαρτήσουµε 
κι όλες τις συντεταγμένες των σηµείωντου . 
ΔΗΛΑΔΗ: Το Ω(5) αποτελείται απὀ πραγματικούς αριθμούς κατασκευάσιµους 
απότοβ. 


Ορισµός]: Ἐστωξσώμαμε Οσ/βοακ Ος ἵς Κ Ένα σηµείο µε 
συντεταγμένες µέσα απὀ το Εθα το καλέσουµε Ε-σημείο. 

Ορισµός 2: Μια ευθεία της οποίας η εξίσωση µπορεί να πάρει την µορφή 

αχ {βψΕΥΞ0 µεα, β. Υγ, στο ΓΕ, θα κληθεί Κ-ευθεία. 

Ορισµός 3: ένας κύκλος µε εξίσωση χψ ““-αγβψΨ::Υ-0 µε α.β.γ, στο Ε ..θα 
καλείται Ε- κύκλος. 


Ισχύει το παρακάτω λήμμα: 
ΛΗΜΜΑ: (1) Η ευθεία που διέρχεται από δύο Ε-σημεία είναι Ε-ευθεία. 
(19) Η τοµή δύο Ε- ευθειών. όταν υπάρχει. είναι ένα Ε-σημείο. 
(19 Τα κοινά σηµεία δύο Ε-κύκλων ή µιας Ε- ευθείας και ενός Ε- 
κύκλου. όταν υπάρχουν . είναι Ε΄σημεία . όπου είτε Ε΄ΞΕ. είτε [Ε):ΕΙΞ2 
(ΞΗ διάσταση του δ.χ. Ε) επί του Ε) 


Ορισµός: Αν ΣΞΟ(5) ,το σώµα που προκύπτει απὀ την προσάρτηση όλων των 
συντεταγμένων των σημείων του 5 στο σώµα Ω. ῬΡ(α.β) είναι ένα τυχόν σηµείο 


του επιπέδου. Συμβολίζω µε Σ(Β) το σώµα που παίρνω αν προσαρτήσω τις 
συντεταγμένες του Ρ., στο ΣΣ. Δηλαδή, Σ(Β)ΞΣ(αβ). 


ΘΕΩΡΗΜΑ: (Βασικό) Αν το σηµείο Ρ είναι κατασκευάσιµο από το 5, τότε [ 
Σ(Ρ):Σ]-2’. 


Πώς εφαρμόζονται τα προηγούμενα στον διπλασιασµό του κύβου, στην 
τριχοτόµηση τής γωνίας και στον τετραγωνισµό του κύκλου; 


ΔΠΙΛΑΣΙΑΣΜΟΣ ΚΥΒΟΥ: Αν λάβουμε την ακμή του κύβου ίση µετην µονάδα, 
τότε, το σύνολο 5, θα αποτελείται από το Ο και]. οπότε απὀ ΣΞ0. 

Η πλευρά α του διπλασίου κύβου . θα πρέπει να πληροί την εξίσωση α-- 2. 
Επομένως, είναι ρίζα του πολυωνύμου χ--2--0 «Αλλά ,το πολυώνυµο αυτό είναι 
ανάγώγο. (Εφαρμόζω λ.χ. το κριτήριο του ΕΙπδοςίείπ για ρΞ2καθώς ,Ρρ / ο. 

Ρ/ 2) 

Έτσι, ο βαθμός του α επί του Ο είναι 3. δηλ [Ο(α):013. 

Εάν λοιπόν Ρ είναι το σηµείο (α.0) τότε Ω(Ρ)ΞΟ(α). 

Όμως σύμφωνα µε το προηγούμενο θεώρημα, επειδή το 3 δεν είναι δύναμη του 2 
το Ρ και άρα καιτοα͵, δεν είναι κατασακευάσιµο. 

Επομένως έχω το αδύνατο της κατασκευής µε κανόνα και διαβήτη. 
ΤΡΙΧΟΤΟΜΗΣΗ ΤΗΣ ΓΤΩΝΙΑΣ: Μια γωνία είναι κατασκευάσιµη απ΄’ το». αν 
και µόνο αν , το συνθ είναι κατασκευάσιµο. Επομένως, δοθέντος του συνθ., να 
κατασκευασθεί το συν(θ/3 ). 

Γνωρίζουμε την τριγωνοµετρική ταυτότητα 4συν (0/3)-3συν(θ/3)-συνθ. 

Άρα το συν(θ/2) είναι ρίζα του πολυωνύμµου 4χ΄-2χ-ε-θ., όπου τ-συνθ. 

Εδώ έχοµε ότι ΣΞΟ(5) ΞΟ(ὐ) 

Επομένως εξαρτάται από το: για το αν και κατά πόσον το ανωτέρω πολυώνυµο 
είναι ανάγῶγο. Αν  --60’ συνθ--Ι/2 και το πολυώνυνο (µε απαλοιφή 
παρωνομαστών δίνει το ισοδύναμο) δχ᾽-6χ-Ι που είναι ανάγωγο (Με το κριτήριο 
του ΕΙπδεςίείη για ϱ:2) 

Επί παραδείγματι, για 0-90’, συνθ-θ., τ-0., και το πολυώνυµο 4χ--2χ.. δεν είναι 
ανάγωγο., διότι παραγοντοποιείται µε ρητούς συντελεστές ως χ(4χ΄-3). 
επομένως, η ορθή τριχοτοµείται. 

ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΣΜΟΣ ΤΟΥ ΚΥΚΛΟΥ: 

Αν πάρουμε την ακτίνα του κύκλου ίση µε 1 .τότεθα πρέπει να κατασκευάσουµε 


ένα τετράγωνο µεπλευρά να. 


Αν το νπ ήταν κατασκευάσιµο, τότε θα έπρεπετο σώμα Ο( ντ ) να είναι 
αλγεβρική επέκταση του Ο. Τότε όµως, [Ο(νπ }:Ο] -2" .Ἔτσι όµως, το π θα 
ήταν ρίζα πολυωνύμου µε ακεραίους συντελεστές. Ατοπο, διότι ο π είναι 
υπερβατικός , όπως ο ΤΙάεππιβηπ {ο 1552 απέδειξε. 

(Βλέπε και εργασία στο διαδύκτοο των Ι. Πλατάρου -Γ. Λατίφη-Β. 
Κατωπόδη «Η υπερβατικότητα των εκαιπ» 

Πάρ://ννν/ πιαίμεπια!ῖος.στ/ (ΕΡΓΑΣΙΕΣ) 
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